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×èñëà Ôèáîíà÷÷è

Çàäà÷à î êðîëèêàõ.

Ïóñòü èìååòñÿ ïàðà êðîëèêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî îò êàæäîé ïàðû êðîëèêîâ êàæäûé ìåñÿö

ðîæäàåòñÿ íîâàÿ ïàðà êðîëèêîâ, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ñòàíîâèòñÿ ñïîñîáíîé ïðîèçâî-

äèòü ïîòîìñòâî â âîçðàñòå îäíîãî ìåñÿöà. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñêîëüêî ïàð êðîëèêîâ

áóäåò ÷åðåç n ìåñÿöåâ.

Âíà÷àëå èçëîæèì èñòîðèþ ýòîé çàäà÷è, çàòåì å�å ðåøåíèå è äðóãèå çàäà÷è ñâÿçàííûå

ñ íåé.

Ãîâîðÿ îá àíòè÷íîé ìàòåìàòèêå, êàæäûé íàçîâåò òàêèõ ìàòåìàòèêîâ, êàê Åâêëèä,

Ïèôàãîð, Ãåðîí è äð. Îäíèì èç ñàìûõ çíàìåíèòûõ ìàòåìàòèêîâ ñðåäíèõ âåêîâ, íàðàâíå

ñ Âèåòîì áûë Ëåîíàðäî èç Ïèçû, èçâåñòíûé ïîä èìåíåì Ôèáîíà÷÷è (ñîêðàùåííîå filius

Bonacci, ò.å. ñûí Áîíà÷÷è).

Ôèáîíà÷÷è ðîäèëñÿ â Èòàëèè â 1175ã., áûë âîñïèòàí íà Ñåâåðå Àôðèêè, ãäå åãî îòåö

çàíèìàë ïîñò äèïëîìàòà. Âåðíóâøèñü â Èòàëèþ, â 1202ã. ïóáëèêóåò ìàòåìàòè÷åñêèé

òðàêòàò ïîä íàçâàíèåì "Liber abacci". Ýòîò òðàêòàò, ñîäåðæàâøèé ïî÷òè âñå àðèôìåòè÷åñ-

êèå è àëãåáðàè÷åñêèå ñâåäåíèÿ òîãî âðåìåíè, ñûãðàë ãëàâíóþ ðîëü â òå÷åíèè ïîñëåäóþùèõ

ñòîëåòèé â ðàçâèòèè ìàòåìàòèêè â Åâðîïå. Â ÷àñòíîñòè, íà îñíîâå ýòîãî òðàêòàòà, åâðî-

ïåéöû ïîçíàêîìèëèñü ñ àðàáñêèìè öèôðàìè, ò.å. ñ ïîçèöèîííîé ñèñòåìîé èñ÷èñëåíèÿ.

Òàêæå Ôèáîíà÷÷è ïóáëèêóåò: â 1220ã. "Practica geometrica", â 1225, "Liber quadratorum".

Òðàêòàò "Liber abacci" áûë ïåðåèçäàí â 1228ã. Îäíà èç çàäà÷ óïîìèíàåìàÿ â "Liber abacci"

íàçûâàåòñÿ "çàäà÷à î êðîëèêàõ" (ñ.123-124 èçäàíèÿ 1228ã.), ïðåäñòàâëåííàÿ â íà÷àëå ýòîãî

ìàòåðèàëà.

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è.

Ïóñòü fn ÷èñëî ïàð êðîëèêîâ ïîñëå n ìåñÿöåâ. ×èñëî ïàð êðîëèêîâ ïîñëå n+1 ìåñÿöåâ

fn+1, áóäåò ðàâíî ÷èñëó ïàð íà n-îì ìåñÿöå, ò.å. fn, ïëþñ ÷èñëî ïàð íîâîðîæäåííûõ

êðîëèêîâ. Ïîñêîëüêó êðîëèêè ðîæäàþòñÿ îò ïàðû êðîëèêîâ âîçðàñòà áîëüøå îäíîãî

ìåñÿöà, íîâîðîæäåííûõ êðîëèêîâ áóäåò fn−1 ïàð. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-

øåíèå

fn+1 = fn + fn−1, (1)
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ïðè÷åì

f0 = 0, f1 = 1. (2)

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . (3)

êîòîðàÿ áûëà íàçâàíà ðÿäîì Ôèáîíà÷÷è. Êàæäûé ÷ëåí ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ

ñ òðåòüåãî, ðàâåí ñóììå äâóõ ïðåäûäóùèõ. Ïåðâûå äâà ÷ëåíà ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè f0 =

0, f1 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, "çàäà÷à î êðîëèêàõ" ñâåëàñü ê ðåøåíèþ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(1), ò.å. ê íàõîæäåíèþ îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòíî-

øåíèþ (1) ïðè óñëîâèÿõ (2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn èìååò âèä

fn = λn, (4)

ãäå λ - âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.

Ïîäñòàâèâ fn â (1) ïîëó÷èì

λn+1 = λn + λn−1,

èëè, ýêâèâàëåíòíî,

λn−1(λ2 − λ− 1) = 0.

Òàê êàê fn 6= 0 (∀n ∈ N∗), ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

λ2 − λ− 1 = 0, (5)

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèòåëüíîìó ïà-

ðàìåòðó λ. Èç (5) ïîëó÷èì

λ1 =
1 +

√
5

2
,

λ2 =
1−

√
5

2
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

fn =

(
1 +

√
5

2

)n

, fn =

(
1−

√
5

2

)n

,
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óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó (1). Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (1) èìååò ìíîãî ðåøåíèé.

Â îáùåì, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ (1).

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

fn = c1

(
1 +

√
5

2

)n

+ c2

(
1−

√
5

2

)n

, (6)

ãäå c1, c2 - ôèêñèðîâàííûå äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû, òàêæå óäîâëåòâîðÿåò (1). Áîëåå

òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó (1)

èìååò âèä (6). Èìåÿ äðóãèå öåëè, íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòîò ôàêò â ðàìêàõ ýòîé ðàáîòû.

Äëÿ èíòåðåñóþùèõñÿ îáùåé òåîðèåé ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âèäà (1), íàçûâàåìûõ óðàâíåíè-

ÿìè â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ, ðåêîìåíäóåì îáðàòèòüñÿ ê ëèòåðàòóðå [1]-[4].

Âîçâðàùàÿñü ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è, îòìåòèì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà, è îäíîçíà÷íîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ ïåðâûìè äâóìÿ ÷ëåíàìè, ò.å.

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2). Ïîäñòàâëÿÿ n = 0 è n = 1 â (6) ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ñèñòåìó
c1 + c2 = 0,

c1 ·
1 +

√
5

2
+ c2 ·

1−
√

5

2
= 1,

ñ ðåøåíèåì c1 =
1√
5
, c2 = − 1√

5
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî n-ûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è èìååò âèä

fn =
1√
5

(
1 +

√
5

2

)n

− 1√
5

(
1−

√
5

2

)n

(n ∈ N). (7)

Ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è.

1◦.

f1 + f2 + . . . + fn = fn+2 − 1. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî.

f1 = f3 − f2

f2 = f4 − f3

. . .

fn−1 = fn+1 − fn

fn = fn+2 − fn+1.
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Ñëîæèâ âñå ýòè ðàâåíñòâà ïî÷ëåííî, ïîëó÷èì

f1 + f2 + . . . + fn = fn+2 − f2,

è òàê êàê f2 = 1, ïîëó÷èì (8).

2◦. f1 + f3 + f5 + . . . + f2n−1 = f2n.

3◦. f2 + f4 + . . . + f2n = f2n+1 − 1.

Ñâîéñòâà 2◦ − 3◦ äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî 1◦.

4◦.

f 2
1 + f2

2 + . . . + f2
n = fn · fn+1. (9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

fn · fn+1 − fn−1fn = fn(fn+1 − fn−1) = f 2
n (n ∈ N).

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

f 2
1 = f1 · f2,

f 2
2 = f2 · f3 − f1 · f2,

f 2
3 = f3 · f4 − f2 · f3,

. . .

f 2
n = fn · fn+1 − fn−1 · fn.

Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà ïî÷ëåííî ïîëó÷àåì (9).

5◦. Ïîêàçàòü, ÷òî

fn+m = fn−1 · fm + fn · fm+1, (10)

ãäå fn îáîçíà÷àåò n-ûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çíàÿ îáùèé âèä ÷ëåíà fn (ñì. (7)) ìîæíî ïîäñòàâèâ åãî â (10)

ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. Äîêàæåì (10) èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé

èíäóêöèè. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî m ∈ N.

Äëÿ m = 1, ðàâåíñòâî (10) ïðèìåò âèä

fn+1 = fn−1 · f1 + fn · f2,

÷òî î÷åâèäíî. Ïðè m = 2 ôîðìóëà (10) òàêæå î÷åâèäíà. Äåéñòâèòåëüíî,

fn+2 = fn−1f2 + fnf3 = fn−1 + 2fn = fn−1 + fn + fn = fn+1 + fn.
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Òàêèì îáðàçîì, ïóñòü îñíîâàíèå èíäóêöèè ïðîâåðåíî (m = 1; m = 2). Ïóñòü (10) âåðíî

äëÿ m = k è m = k + 1. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà (10) âåðíî è äëÿ m = k + 2.

Òàêèì îáðàçîì, ïóñòü âåðíû ðàâåíñòâà

fn+k = fn−1fk + fnfk+1,

fn+k+1 = fn−1fk+1 + fnfk+2.

Ñóììèðóÿ ïî÷ëåííî ïîñëåäíèèå ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

fn+k+2 = fn−1 · fk+2 + fn · fk+3,

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò (10) ïðè m = k + 2.

6◦. f2n = fn−1fn + fn · fn+1.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç (10) ïðè m = n.

7◦. ×ëåí f2n äåëèòñÿ íà fn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç 6◦ ñëåäóåò

f2n = fn(fn−1 + fn+1),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî f2n
...fn.

8◦. f2n = f2
n+1 − f2

n−1.

9◦. f3n = f3
n+1 + f3

n − f 3
n−1.

Ñâîéñòâà 8◦ − 9◦, ÿâëÿþùèåñÿ ïðÿìûìè ñëåäñòâèÿìè 6◦, ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ñàìî-

ñòîÿòåëüíî.

10◦.

f2
n = fn−1fn+1 + (−1)n+1 (11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü ðàâåíñòâî (11) èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 2

ðàâåíñòâî (11) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñïðàâåäëèâîå ðàâåíñòâî

f2
2 = f1 · f3 − 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî (11) ñïðàâåäëèâî äëÿ n è äîêàæåì, ÷òî òîãäà îíî ñïðà-

âåäëèâî è äëÿ n + 1. Òàêèì îáðàçîì, ïóñòü ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f2
n = fn−1 · fn+1 + (−1)n+1.
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Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà fn · fn+1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

f 2
n + fn · fn+1 = fn−1 · fn+1 + fn · fn+1 + (−1)n+1,

èëè

fn(fn + fn+1) = fn+1(fn−1 + fn) + (−1)n+1,

è òàê êàê fn+2 = fn + fn+1 (ñì. îïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è), çàêëþ÷àåì

÷òî

fnfn+2 = f2
n+1 + (−1)n+1,

èëè

f 2
n+1 = fn · fn+2 + (−1)n+2.

Ñëåäîâàòåëüíî (11) ñïðàâåäëèâî è äëÿ n + 1.

11◦. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè n äåëèòñÿ íà m, òî fn äåëèòñÿ íà fm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n
...m, ò.å. n = mk. Äîêàæåì ñâîéñòâî 11◦ èíäóêöèåé ïî k.

Ïðè k = 1, n = m, ñëåäîâàòåëüíî fn äåëèòñÿ íà fm. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî fmk äåëèòñÿ íà

fm. Ðàññìîòðèì fm(k+1). Èç ðàâåíñòâà fm(k+1) = fmk+m íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (10)

ïîëó÷èì

fm(k+1) = fmk−1fm + fmk · fm+1.

Ïåðâûé ÷ëåí ñóììû èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, î÷åâèäíî, äåëèòñÿ íà fm. Âòîðîé ÷ëåí

äåëèòñÿ íà fm ñîãëàñíî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî ñóììà ýòèõ ÷ëå-

íîâ äåëèòñÿ íà fm, è çíà÷èò, fm(k+1)
...fm. Ñâîéñòâî 11◦ äîêàçàíî.

Äëÿ îçíàêîìëåíèÿ ñ äðóãèìè ñâîéñòâàìè ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, ñâÿçàííûìè ñ äåëèìîñòüþ,

ãåîìåòðèåé, òåîðèåé àëãîðèòìîâ è ò.ä., ÷èòàòåëü ìîæåò îáðàòèòüñÿ ê áèáëèîãðàôèè, óêà-

çàííîé â êîíöå ýòîé ðàáîòû.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

1. Ïóñòü (fn)n∈N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è. Äîêàçàòü, ÷òî

(a) f1f2 + f2f3 + f3f4 + . . . + f2n−1 · f2n = f2
2n

(b) f1f2 + f2f3 + . . . + f2nf2n+1 = f 2
2n+1 − 1
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(c) nf1 + (n− 1)f2 + . . . + 2fn−1 + fn = fn+4 − (n + 3)

(d) f1 + 2f2 + 3f3 + . . . + nfn = nfn+2 − fn+3 + 2

2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî m ∈ N, ñðåäè ïåðâûõ m2−1 ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ñóùåñòâóåò

÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà m.

3. Äîêàçàòü, ÷òî:

(a) ×èñëî Ôèáîíà÷÷è fn ÷åòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n äåëèòñÿ íà 3;

(b) ×èñëî Ôèáîíà÷÷è fn äåëèòñÿ íà 3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n äåëèòñÿ íà 4;

(c) fn
...4 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n

...6;

(d) fn
...5 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n

...5;

(e) fn
...7 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n

...8;

(f) fn
...16 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n

...12.
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